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时间测度链上一类三阶动力方程的振动准则

张晓建，杨甲山
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摘　要：研究了时间测度链上的一类具有非线性中立项的三阶非线性变时滞动力方程的振动性，运用Ｒｉｃｃａｔｉ变
换技术，结合大量不等式技巧，得到了该方程的几个新的振动准则，这些准则推广和改进了现有文献的一些已知

结果，并以具体例子来说明。
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　　近年来时间测度链上动力方程有关理论的研究
引起了国内外学术界的广泛兴趣和高度关注［１－１３］。

本文考虑下面的时间测度链上一类非常广泛的具有

非线性中立项的三阶非线性变时滞动力方程

｛ｒ（ｔ）（［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ）｝Δ＋
Ｐ（ｔ）Ｆ（（ｘ（δ（ｔ））））＝０，ｔ∈Ｔ，ｔ≥ｔ０ （１）

这里ｙ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）ｇ（ｘ（τ（ｔ））），Ｔ为任意时
间测度链；（ｕ）＝｜ｕ｜λ－１ｕ，λ≥ １为实常数；
ｒ（ｔ），ａ（ｔ），Ｂ（ｔ），Ｐ（ｔ）∈ Ｃｒｄ（Ｔ，Ｒ）；τ（ｔ），δ（ｔ）均
为定义在 Ｔ到 Ｔ上的滞量函数；ｇ（ｕ），Ｆ（ｕ）∈
Ｃ（Ｒ，Ｒ），且ｕｇ（ｕ）＞０（ｕ≠０），ｕＦ（ｕ）＞０（ｕ≠
０）。

关于时间测度链上的分析理论和时间测度链上

动力方程的基本理论可参阅文献 ［１］。在本文中，
讨论的是方程解的振动性，所以总假设时间测度链

Ｔ是无界的：ｓｕｐＴ＝＋∞。设ｔ０∈Ｔ且ｔ０＞０，定

义时间测度链区间［ｔ０，＋∞）Ｔ ＝［ｔ０，＋∞）∩Ｔ。

方程 （１）的解是指定义在 Ｔ上满足方程 （１）的

非平凡实值函数ｘ（ｔ），ｔ∈Ｔ。方程 （１）的解ｘ（ｔ）

称为振动的，如果ｘ（ｔ）既不最终为正，也不最终为

负。否则，称为非振动的。方程 （１）称为振动的，

如果它的所有解都是振动的。本文仅关注方程

（１）的不最终恒为零的解，并总假设下列条件成

立：

（Ｈ１）τ（ｔ）≤ ｔ，ｌｉｍｔ→＋∞τ（ｔ）＝＋∞；δ（ｔ）≤ ｔ，

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
δ（ｔ）＝＋∞。

（Ｈ２）０≤Ｂ（ｔ）≤１；Ｐ（ｔ）＞０；ｒ（ｔ）＞０，ｒΔ（ｔ）

≥０；ａ（ｔ）＞０，ａΔ（ｔ）≥０。
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（Ｈ３）存在常数０＜β≤１和Ｌ＞０，使得
ｇ（ｕ）
ｕ

≤β（ｕ≠０），Ｆ（ｕ）ｕ ≥Ｌ（ｕ≠０）。

（Ｈ４）∫
＋∞

ｔ０

１
［ｒ（ｓ）］１／λ

Δｓ＝＋∞，∫
＋∞

ｔ０

１
ａ（ｓ）Δｓ＝＋∞。

关于方程 （１）的特殊情形，已有文献作过研
究［２－６］，本文的目的是研究方程 （１）的振动性，
改善对方程的条件限制，得到了该方程振动的几个

新的充分条件，推广并改进了现有文献中的某些结

果。

１　几个基本引理

引理１［１］　若ｘ（ｔ）是Δ可微的且最终为正或最
终为负，则

（（ｘ（ｔ））λ）Δ ＝λ∫
１

０
［ｈｘσ＋（１－ｈ）ｘ］λ－１ｘΔ（ｔ）ｄｈ

（２）
引理２［７］　设下面的条件成立：
（ｉ）ｕ∈Ｃ２ｒｄ（Ｉ，Ｒ），其中Ｉ＝［ｔ，＋∞），ｔ ＞

０；（ｉｉ）ｕ（ｔ）＞０，ｕΔ（ｔ）＞０，ｕΔΔ（ｔ）≤０，ｔ≥ｔ，则
对每一个 ｋ∈ （０，１），存在一个常数 ｔｋ∈ Ｔ，ｔｋ ＞

ｔ，有ｕ（σ（ｔ））≤σ（ｔ）ｕ（δ（ｔ））ｋδ（ｔ）
（ｔ≥ｔｋ）。

引理３　设 ｘ（ｔ）是方程 （１）的一个最终正
解，则ｔ１∈［ｔ０，＋∞）Ｔ，当ｔ∈［ｔ１，＋∞）Ｔ时，
只有下列两种情况：

（ｉ）ｙ（ｔ）＞０，ｙΔ（ｔ）＞０，［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ ＞０，
｛ｒ（ｔ）（［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ）｝Δ ＜０；

（ｉｉ）ｙ（ｔ）＞０，ｙΔ（ｔ）＜０，［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ ＞０，
｛ｒ（ｔ）（［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ）｝Δ ＜０。

证明完全类似于 ［４］中的引理２１，在此从
略。

引理４［８］　设ａ，ｂ为非负实数，则ｒａｂｒ－１－ａｒ≤
（ｒ－１）ｂｒ，ｒ＞１，等号成立当且仅当ａ＝ｂ。

引理５［９］　设ｕ（ｔ）满足ｕ（ｔ）＞０，ｕΔ（ｔ）＞０，

ｕΔΔ（ｔ）＞０，ｕΔΔΔ（ｔ）＜０，则 ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→＋∞

ｔｕ（ｔ）
ｈ２（ｔ，ｔ０）ｕΔ（ｔ）

≥１，这里的 Ｔａｙｌｏｒ单项式 ｈｎ（ｔ，ｔ０）定义为 ｈ０（ｔ，

ｔ０）＝１，ｈｎ＋１（ｔ，ｔ０）＝∫
ｔ

ｔ０
ｈｎ（ｓ，ｔ０）Δｓ，ｎ≥０，ｔ∈Ｔ。

引理６　设ｘ（ｔ）是方程 （１）的满足引理３情
形 （ｉｉ）的一个正解，如果

∫
＋∞

ｔ０
Ｐ（ｓ）Δｓ＝＋∞ （３）

或者

∫
＋∞

ｔ０
Ｐ（ｓ）Δｓ＜＋∞，

∫
＋∞

ｔ０

１
ａ（ｖ）∫

＋∞

ｖ

１
ｒ（ｕ）∫

＋∞

ｕ
Ｐ（ｓ）Δ( )ｓ１／λΔ[ ]ｕΔｖ＝＋∞

（３）＇
则 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝０。

证明　因为ｘ（ｔ）是方程 （１）的满足引理３情
形 （ｉｉ）的一个解，所以 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｙ（ｔ）＝ｃ≥０。假设ｃ

＞０，由 （２）式知，ｙ（ｔ）≤ｘ（ｔ）＋βＢ（ｔ）ｘ（τ（ｔ））。
由于０≤βＢ（ｔ）≤１，故ｔ２≥ｔ１，使得ｘ（δ（ｔ））
≥ｃ／２，ｔ∈［ｔ２，＋∞）Ｔ。由 （１）得

｛ｒ（ｔ）（［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ）｝Δ ＝
－Ｐ（ｔ）Ｆ（（ｘ（δ（ｔ））））≤
－ＬＰ（ｔ）（ｘ（δ（ｔ）））λ ＜０ （４）

所以

｛ｒ（ｔ）（［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ）｝Δ≤

－ＬＰ（ｔ）（ｘ（δ（ｔ）））λ≤－Ｌ ｃ( )２
λ
Ｐ（ｔ） （５）

若 （３）成立，则对 （５）式两边从 ｔ２到 ｔ（ｔ∈
［ｔ２，＋∞）Ｔ）积分，得

ｒ（ｔ）（［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ）≤
ｒ（ｔ２）（［ａ（ｔ２）ｙΔ（ｔ２）］Δ）－

Ｌ ｃ( )２
λ∫
ｔ

ｔ２
Ｐ（ｓ）Δｓ→－∞（ｔ→＋∞）

这与［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ ＞０矛盾。所以 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｙ（ｔ）＝０。

由于０＜ｘ（ｔ）≤ｙ（ｔ），故 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝０。

若（３）＇成立，则对 （５）式两边从 ｔ到 Ｔ（Ｔ≥
ｔ，Ｔ，ｔ∈ ［ｔ２，＋∞）Ｔ）积分，并令 Ｔ→＋∞，得

ｒ（ｔ）（［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ）≥ Ｌ ｃ( )２
λ∫
＋∞

ｔ
Ｐ（ｓ）Δｓ，即

［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ ≥ Ｌ
１
λ
ｃ
２

１
ｒ（ｔ）∫

＋∞

ｔ
Ｐ（ｓ）Δ( )ｓ１／λ，ｔ∈

［ｔ２，＋∞）Ｔ。进一步得

ｙΔ（ｔ）≤－Ｌ
１
λ
ｃ
２
１
ａ（ｔ）∫

＋∞

ｔ

１
ｒ（ｕ）∫

＋∞

ｕ
Ｐ（ｓ）Δ( )ｓ

１
λ
Δｕ

上式两边从ｔ２到ｔ（ｔ∈［ｔ２，＋∞）Ｔ）积分，得
ｙ（ｔ）≤ｙ（ｔ２）－

Ｌ
１
λ
ｃ
２∫

ｔ

ｔ２

１
ａ（ｖ）∫

＋∞

ｖ

１
ｒ（ｕ）∫

＋∞

ｕ
Ｐ（ｓ）Δ( )ｓ１／λΔ[ ]ｕ·

Δｖ→－∞（ｔ→＋∞）
这与 ｙ（ｔ）＞０矛盾。所以 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｙ（ｔ）＝０，进而

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝０。引理证毕。

鉴于此，以下均假设 （３）或 （３）＇之一是成立
的。

０３
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２　主要结果和证明

定理１　如果存在函数 φ（ｔ）∈ Ｃ１ｒｄ（Ｔ，（０，＋

∞））且φΔ（ｔ）≥０，使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞∫

ｔ

ｔ０
φ（σ（ｓ））Ψ（ｓ）－ ｋ－λ２ｒ（ｓ）

（λ＋１）λ＋{ １·

φΔ（ｓ）
φ（ｓ[ ]）

λ＋１ φ（ｓ）σ（ｓ）
δ（ｓ[ ]）

λ }
２

Δｓ＝＋∞ （６）

这里Ψ（ｔ）＝
ＬｋλＰ（ｔ）［１－βＢ（δ（ｔ））］λ［ｈ２（δ（ｔ），ｔ０）］λ

２λ［ａ（δ（ｔ））σ（ｔ）］λ
，

则方程 （１）的所有解 ｘ（ｔ）在 ［ｔ０，＋∞）Ｔ上或者
是振动的或者 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝０。

证明　不失一般性，设方程 （１）在 ［ｔ０，＋
∞）Ｔ上有一个最终正解 ｘ（ｔ），则 ｔ１∈ ［ｔ０，＋
∞）Ｔ，当 ｔ∈ ［ｔ１，＋∞）Ｔ 时，有 ｘ（ｔ） ＞０，
ｘ（τ（ｔ））＞０，ｘ（δ（ｔ））＞０。若 ｘ（ｔ）满足引理３
的情形 （ｉｉ），则由引理６，ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝０；若 ｘ（ｔ）

满足情形 （ｉ），则由ｘ（ｔ）≤ｙ（ｔ），得ｙ（ｔ）≤ｘ（ｔ）
＋βＢ（ｔ）ｘ（τ（ｔ））≤ｘ（ｔ）＋βＢ（ｔ）ｙ（τ（ｔ））≤ｘ（ｔ）＋
βＢ（ｔ）ｙ（ｔ），即

［１－βＢ（ｔ）］ｙ（ｔ）≤ｘ（ｔ） （７）
定义广义的Ｒｉｃｃａｔｉ变换

Ｖ（ｔ）＝φ（ｔ）ｒ（ｔ）（［ａ（ｔ）ｙ
Δ（ｔ）］Δ）

（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））
＝

φ（ｔ）ｒ（ｔ）［（ａ（ｔ）ｙ
Δ（ｔ））Δ］λ

（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））λ
，ｔ∈［ｔ１，＋∞）Ｔ

（８）
则Ｖ（ｔ）＞０（ｔ∈［ｔ１，＋∞）Ｔ），注意到 （４），（８）
式，进一步可得

ＶΔ（ｔ）＝φΔ（ｔ）ｒ（ｔ）（［ａ（ｔ）ｙ
Δ（ｔ）］Δ）

（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））
＋φ（σ（ｔ））

｛ｒ（ｔ）［（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））Δ］λ｝Δ（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））λ

（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））λ（ａ（σ（ｔ））ｙΔ（σ（ｔ）））λ
－

ｒ（ｔ）［（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））Δ］λ［（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））λ］Δ

（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））λ（ａ（σ（ｔ））ｙΔ（σ（ｔ）））λ
≤

φΔ（ｔ）
φ（ｔ）

Ｖ（ｔ）－φ（σ（ｔ）） ＬＰ（ｔ）（ｘ（δ（ｔ）））λ

（ａ（σ（ｔ））ｙΔ（σ（ｔ）））λ{ ＋

　ｒ（ｔ）［（ａ（ｔ）ｙ
Δ（ｔ））Δ］λ［（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））λ］Δ

（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））λ（ａ（σ（ｔ））ｙΔ（σ（ｔ））） }λ （９）

令ｕ（ｔ）＝ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ），则由引理３的 （ｉ），得ｕ（ｔ）
＞０，ｕΔ（ｔ）＞０，由
｛ｒ（ｔ）［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］Δ｝Δ ＝｛ｒ（ｔ）ｕΔ（ｔ）｝Δ ＝
ｒΔ（ｔ）ｕΔ（σ（ｔ））＋ｒ（ｔ）ｕΔΔ（ｔ）＜０

得ｕΔΔ（ｔ）＜０。于是由引理２，ｋ∈（０，１），ｔ２
∈［ｔ１，＋∞）Ｔ且 ｔ２≥ ｍａｘ｛ｔｋ，ｔ１｝，当 ｔ∈ ［ｔ２，＋

∞）Ｔ时，有ｕ（σ（ｔ））≤
σ（ｔ）ｕ（δ（ｔ））
ｋδ（ｔ） ≤σ（ｔ）ｕ（ｔ）ｋδ（ｔ）

，

所以

ａ（σ（ｔ））ｙΔ（σ（ｔ））≤
σ（ｔ）ａ（δ（ｔ））ｙΔ（δ（ｔ））

ｋδ（ｔ） ≤σ（ｔ）ａ（ｔ）ｙ
Δ（ｔ）

ｋδ（ｔ）
（１０）

由 （２）式，得 ［（ｕ（ｔ））λ］Δ ≥ λ∫
１

０
［ｈｕ＋（１－

ｈ）ｕ］λ－１ｕΔ（ｔ）ｄｈ＝λ（ｕ（ｔ））λ－１ｕΔ（ｔ），于是
［（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））λ］Δ≥

λ（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））λ－１（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））Δ （１１）
将 （７），（１０），（１１）式代入 （９）式，得

ＶΔ（ｔ）≤φ
Δ（ｔ）
φ（ｔ）

Ｖ（ｔ）－φ（σ（ｔ））·

ＬＰ（ｔ）［１－βＢ（δ（ｔ））］λ（ｙ（δ（ｔ）））λ

（ａ（σ（ｔ））ｙΔ（σ（ｔ）））λ{ －

λ（ｋδ（ｔ））λｒ（ｔ）［（ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ））Δ］λ＋１

（σ（ｔ））λ［ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）］λ＋ }１ ≤

φΔ（ｔ）
φ（ｔ）

Ｖ（ｔ）－φ（σ（ｔ））ＬＰ（ｔ）［１－βＢ（δ（ｔ））］
λ（ｙ（δ（ｔ）））λ

（ａ（σ（ｔ））ｙΔ（σ（ｔ）））λ
－

λｋλδλ（ｔ）［Ｖ（ｔ）］
λ＋１
λ

［ｒ１／λ２（ｔ）φ（ｔ）σ（ｔ）］λ
（１２）

另一方面，令 Ｕ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ１
ａ（ｓ）ｙΔ（ｓ）Δｓ，则由 （ｉ）

易得Ｕ（ｔ）＞０，ＵΔ（ｔ）＞０，ＵΔΔ（ｔ）＞０，ＵΔΔΔ（ｔ）＜
０。于是由引理５，存在ｔ１／２∈［ｔ１，＋∞）Ｔ，使得当

ｔ∈［ｔ１／２，＋∞）Ｔ时，有
ｔＵ（ｔ）

ｈ２（ｔ，ｔ０）ＵΔ（ｔ）
≥ １２，即

∫
ｔ

ｔ１
ａ（ｓ）ｙΔ（ｓ）Δｓ

ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）
≥
ｈ２（ｔ，ｔ０）
２ｔ ，ｔ∈［ｔ１／２，＋∞）Ｔ

又因为∫
ｔ

ｔ１
ａ（ｓ）ｙΔ（ｓ）Δｓ＝ａ（ｔ）ｙ（ｔ）－ａ（ｔ１）ｙ（ｔ１）－

∫
ｔ

ｔ１
ａΔ（ｓ）ｙ（σ（ｓ））Δｓ，所以ａ（ｔ）ｙ（ｔ）≥∫

ｔ

ｔ１
ａ（ｓ）ｙΔ（ｓ）Δｓ。

注意到上式，得

ｙ（ｔ）
ｙΔ（ｔ）

＝ａ（ｔ）ｙ（ｔ）
ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）

≥
∫
ｔ

ｔ１
ａ（ｓ）ｙΔ（ｓ）Δｓ

ａ（ｔ）ｙΔ（ｔ）
≥

ｈ２（ｔ，ｔ０）
２ｔ ，ｔ∈［ｔ１／２，＋∞）Ｔ （１３）

因此，由 （１０），（１３）式，Ｔ０∈［ｔ０，＋∞）Ｔ且
Ｔ０≥ｍａｘ｛ｔ２，ｔ１／２｝，使得当ｔ∈［Ｔ０，＋∞）Ｔ时，有

ｙ（δ（ｔ））
ａ（σ（ｔ））ｙΔ（σ（ｔ））

≥ １
ａ（σ（ｔ））

ｈ２（δ（ｔ），ｔ０）
２δ（ｔ）

·

ｋδ（ｔ）ａ（σ（ｔ））
σ（ｔ）ａ（δ（ｔ））

＝
ｋｈ２（δ（ｔ），ｔ０）
２ａ（δ（ｔ））σ（ｔ）

将上式代入 （１２）式，得

１３
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φ（σ（ｔ））Ψ（ｔ）≤－ＶΔ（ｔ）＋φ
Δ（ｔ）
φ（ｔ）

Ｖ（ｔ）－

λｋλδλ（ｔ）
［ｒ１／λ２（ｔ）φ（ｔ）σ（ｔ）］λ

［Ｖ（ｔ）］
λ＋１
λ （１４）

现取

ｒ＝λ＋１
λ
，ａ＝λ

λ
λ＋１

ｋδ（ｔ）
ｒ１／λ２（ｔ）φ（ｔ）σ（ｔ[ ]

）

λ２
λ＋１
Ｖ（ｔ），

ｂ＝ λ
λ
λ＋１

（λ＋１）λ
φΔ（ｔ）
φ（ｔ[ ]）

λ ｋδ（ｔ）
ｒ１／λ２（ｔ）φ（ｔ）σ（ｔ[ ]

）

－λ３
λ＋１

代入引理４中的不等式，得
φΔ（ｔ）
φ（ｔ）

Ｖ（ｔ）－ λｋλδλ（ｔ）
［ｒ１／λ２（ｔ）φ（ｔ）σ（ｔ）］λ

［Ｖ（ｔ）］
λ＋１
λ ≤

ｋ－λ２ｒ（ｔ）
（λ＋１）λ＋１

φΔ（ｔ）
φ（ｔ[ ]）

λ＋１ φ（ｔ）σ（ｔ）
δ（ｔ[ ]）

λ２

将其代入 （１４）式，得
φ（σ（ｔ））Ψ（ｔ）≤－ＶΔ（ｔ）＋

ｋ－λ２ｒ（ｔ）
（λ＋１）λ＋１

φΔ（ｔ）
φ（ｔ[ ]）

λ＋１ φ（ｔ）σ（ｔ）
δ（ｔ[ ]）

λ２

（１５）

两边积分，得

∫
ｔ

ｔ０
φ（σ（ｓ））Ψ（ｓ）Δｓ≤－Ｖ（ｔ）＋Ｖ（Ｔ０）＋

∫
ｔ

ｔ０

ｋ－λ２ｒ（ｓ）
（λ＋１）λ＋１

φΔ（ｓ）
φ（ｓ[ ]）

λ＋１ φ（ｓ）σ（ｓ）
δ（ｓ[ ]）

λ２

Δｓ

所以

∫
ｔ

ｔ０
φ（σ（ｓ））Ψ（ｓ）－ ｋ－λ２ｒ（ｓ）

（λ＋１）λ＋１
φΔ（ｓ）
φ（ｓ[ ]）

λ＋{ １
·

φ（ｓ）σ（ｓ）
δ（ｓ[ ]）

λ }
２

Δｓ≤－Ｖ（ｔ）＋Ｖ（Ｔ０）≤Ｖ（Ｔ０）

上式取上极限，得与 （６）式矛盾！定理证毕。
注１　选择恰当的不同的函数φ（ｔ），就能得到

方程 （１）的许多不同的具体振动准则。例如，可
以选取φ（ｔ）＝ｔ或φ（ｔ）＝Ｍ等。现在定理１中取
φ（ｔ）＝Ｍ（Ｍ ＞０为常数），则得

推论１　如果ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞∫

ｔ

ｔ０

［１－βＢ（δ（ｓ））］λ［ｈ２（δ（ｓ），ｔ０）］λ

［ａ（δ（ｓ））σ（ｓ）］λ
·

Ｐ（ｓ）Δｓ＝＋∞，则方程 （１）的所有解 ｘ（ｔ）在
［ｔ０，＋∞）Ｔ上或者是振动的或者 ｌｉｍｔ→＋∞ｘ（ｔ）＝０。

为了叙述方便，考虑集合Ｄ＝｛（ｔ，ｓ）：ｔ≥ｓ≥
ｔ０，ｔ，ｓ∈Ｔ｝，我们称函数Ｈ∈Ω，如果函数Ｈ（ｔ，ｓ）
∈Ｃｒｄ（Ｄ，Ｒ），当ｔ≥ｔ０时Ｈ（ｔ，ｔ）＝０；当ｔ＞ｓ时
Ｈ（ｔ，ｓ）＞０且Ｈ（ｔ，ｓ）有连续且非正的偏导数，即
ＨΔｓ（ｔ，ｓ）∈Ｃｒｄ且ＨΔｓ（ｔ，ｓ）≤０。

定理 ２　如果存在函数 Ｈ∈ Ω及 φ（ｔ）∈
Ｃ１ｒｄ（Ｔ，（０，＋∞））且φΔ（ｔ）≥０，使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

ｔ０
Ｈ（ｔ，ｓ）·

φ（σ（ｓ））Ψ（ｓ）－ ｋ－λ２ｒ（ｓ）
（λ＋１）λ＋１

φΔ（ｓ）
φ（ｓ[ ]）

λ＋{ １
·

φ（ｓ）σ（ｓ）
δ（ｓ[ ]）

λ }
２

Δｓ＝＋∞ （１６）

这 里 Ｔ０ ≥ ｔ０ 为 常 数， Ψ（ｔ） ＝
ＬｋλＰ（ｔ）［１－βＢ（δ（ｔ））］λ［ｈ２（δ（ｔ），ｔ０）］λ

２λ［ａ（δ（ｔ））σ（ｔ）］λ
， 则 方

程 （１）的所有解 ｘ（ｔ）在 ［ｔ０，＋∞）Ｔ上或者是振
动的或者 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝０。

证明　同定理１，只需证明ｘ（ｔ）满足引理３中
的情形 （ｉ）即可。由定理 １的证明可得 （１５）
式，即当ｓ∈［Ｔ０，＋∞）Ｔ时，有

φ（σ（ｓ））Ψ（ｓ）－ ｋ－λ２ｒ（ｓ）
（λ＋１）λ＋１

φΔ（ｓ）
φ（ｓ[ ]）

λ＋１
·

φ（ｓ）σ（ｓ）
δ（ｓ[ ]）

λ２

≤－ＶΔ（ｓ）

上式两边同时乘以Ｈ（ｔ，ｓ），并从Ｔ０到ｔ（ｔ∈［Ｔ０，
＋∞）Ｔ）积分，由时间测度链上的分部积分法可
得

∫
ｔ

ｔ０
Ｈ（ｔ，ｓ）φ（σ（ｓ））Ψ（ｓ）{ －

ｋ－λ２ｒ（ｓ）
（λ＋１）λ＋１

φΔ（ｓ）
φ（ｓ[ ]）

λ＋１ φ（ｓ）σ（ｓ）
δ（ｓ[ ]）

λ }
２

Δｓ≤

－∫
ｔ

ｔ０
Ｈ（ｔ，ｓ）ＶΔ（ｓ）Δｓ＝

－ Ｈ（ｔ，ｓ）Ｖ（ｓ[ ]）ｔ
Ｔ０
＋∫

ｔ

ｔ０
［Ｈ（ｔ，ｓ）］ΔｓＶ（σ（ｓ））Δｓ≤

Ｈ（ｔ，Ｔ０）Ｖ（Ｔ０）≤Ｈ（ｔ，ｔ０）Ｖ（Ｔ０）
于是

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）∫

ｔ

ｔ０
Ｈ（ｔ，ｓ）φ（σ（ｓ））Ψ（ｓ）{ －

ｋ－λ２ｒ（ｓ）
（λ＋１）λ＋１

φΔ（ｓ）
φ（ｓ[ ]）

λ＋１ φ（ｓ）σ（ｓ）
δ（ｓ[ ]）

λ }
２

Δｓ≤Ｖ（Ｔ０）

上式取上极限，得与 （１６）式矛盾！定理证毕。
注 ２　选择恰当的不同的函数 Ｈ（ｔ，ｓ）和

φ（ｔ），就能得到方程 （１）的许多不同的具体振动
准则。现在定理２中取Ｈ（ｔ，ｓ）＝（ｔ－ｓ）ｍ，φ（ｔ）＝
Ｍ（Ｍ ＞０为常数），则得

推论２　如果存在常数ｍ≥１使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔｍ∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－ｓ）ｍ·

［１－βＢ（δ（ｓ））］λ［ｈ２（δ（ｓ），ｔ０）］λ

［ａ（δ（ｓ））σ（ｓ）］λ
Ｐ（ｓ）Δｓ＝＋∞

则方程 （１）的所有解 ｘ（ｔ）在 ［ｔ０，＋∞）Ｔ上或者
是振动的或者 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝０。

此推论就是三阶微分方程的 Ｋａｍｅｎｅｖ型振动

２３
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准则的推广。

例１　考虑三阶微分方程
｛ｔ３［（ｔｘ＇（ｔ））＇］４｝＇＋ｔ２（ｔ－１）３·
（４ｔ２－１１ｔ＋３）ｘ４（ｔ）＝０，ｔ≥２

显然方程满足推论 １的全部条件，因此由推论 １
知，方程的所有解ｘ（ｔ）在［２，＋∞）上或者是振动
的或者 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
ｘ（ｔ）＝０。例如，ｘ（ｔ）＝ｅ－ｔ就是该方

程的一个解。

例２　考虑时间测度链上的三阶动力方程

｛ｔ
２
３（［ｔ（ｘ（ｔ）＋（１

槡２
－１ｔ）ｇ（ｘ（τ（ｔ））））

Δ］Δ）｝Δ＋

Ｐ（ｔ）Ｆ（（ｘ（δ（ｔ））））＝０，ｔ∈２Ｚ，ｔ≥２

这里ｔ０＝２，ｒ（ｔ）＝ｔ
２
３，ａ（ｔ）＝ｔ，Ｂ（ｔ）＝１

槡２
－１ｔ。

若取 λ ＝ ５
３，τ（ｔ） ＝ δ（ｔ） ＝ ｔ

２，Ｐ（ｔ） ＝

ｔ７／３

（ｓ＋ 槡２２）
５／３

σ（ｔ）
ｈ２（δ（ｔ），ｔ０

[ ]）
５／３
，ｇ（ｕ）＝ ｕ

２＋ｓｉｎ４（ｕ＋３槡 ）
，

Ｆ（ｕ）＝ｕ［６＋ｌｎγ（１＋ｕ２）］，则条件 （Ｈ１）－（Ｈ４）

显然是满足的，现取ｍ＝２，注意到β＝１／槡２，则
有

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔｍ∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－ｓ）ｍ·

［１－βＢ（δ（ｓ））］λ［ｈ２（δ（ｓ），ｔ０）］λ

［ａ（δ（ｓ））σ（ｓ）］λ
Ｐ（ｓ）Δｓ＝

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
ｔ２∫

ｔ

２

（ｔ－ｓ）２
ｓ Δｓ＝

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→＋∞

［ｌｏｇ２（ｔ）－１］＋
１
ｔ２
ｔ２－２２

２２－( )１－
２
ｔ（ｔ－２{ }）＝＋∞

于是由推论 ２知此方程的所有解 ｘ（ｔ）在 ［ｔ０，＋
∞）Ｔ上或者是振动的或者 ｌｉｍｔ→＋∞ｘ（ｔ）＝０。
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